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Exercice 1 - Histoire de QCM
Partie |

1) a) On suppose construit un espace probabilisé (Q2, A, P) adapté a I’expérience étudiee.

Il est clair que N est a valeurs dans Qn = {n,—p}, etque P(N = n) = % etP(N = —p) = %
b) Ona E(N) = nP(N = n) + (—p)P(N = —p) = _32'0 . Ainsi, E(N) = 0si et seulement si n = 2p.

2) On peut considérer que le candidat répéte n = 4 fois la méme expérience "répondre au hasard a une
question™ au cours de laquelle I’événement A "répondre correctement” a la probabilité p = % de se réaliser.

Ainsi, la variable aléatoire X égale au nombre de réponse correctes, ¢’est-a-dire au nombre de réalisations de
A, suit la loi Binomiale B(n,p) = B(4, %)

Onaalors P(X = 3) = C3 x (%)3(%)1 ~ 0,0988.

Partie 11

1) Réponse 3 : 110. En effet, il y a C3, = 120 paquets différents, dont C2 = 10 paquets ne contenant que
des jetons ayant un numéro impair, et donc 120 — 10 = 110 paquets contenant au moins un jeton ayant un
numero pair.

2) Réponse 2 : 0,25. En effet,
0,65=1-P(AUB)=P(AUB) =P(A)+P(B)-P(ANB) =0,9-P(ANB),douP(ANB) = 0,25.
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3) Réponse 1 : 2 En effet, P(B/A) = PA(B) = % -2
4

3 ,etdonc P(A) =

=<
4) Réponse 2 : ‘/g En effet, E(X) = >_xipi = 2, E(X?) = Y x?pi = %
Var(X) = E(X2) — (E(X))? = % etdonc o(X) = Var(X) = E
Exercice 2 - Probléme de pannes (premiere partie)
Premiéere partie : cas discret.
A. Loi de survie et coefficient d’avarie.
1) Pour tout entier naturel n non nul,ona (T > n-1) = (T = n) U (T > n), cette réunion étant disjointe,

donc P(T>n—-1) = P(T =n)+P(T >n),etP(T=n) =P(T >n-1)-P(T >n) = D(n-1) - D(n).

Commery =P(T=n/T>n-1) = P(@ :P?'g Q (nT_>1;1 —D) _ P(F')I'(T>T1 ?)1) , on en déduit que
~ D(n—-1)-D(n)
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2) On suppose que p est un reel de I’intervalle 10, 1] et que T suit la loi geométrique de parametre p.
a) Rappelons le résultat suivant :

pour tout réel x de ]-1,1[, > nx"*t = Z(X”)/ = ( ) (1 x> :

n=1 (l X)
Commel pestdans 10,1[ ] -1, 1[ ona
E(T) = 3 nP(T = n) = 1-p)™t = 1-p)topx—>=L 1
(M) Zn( n) = an( P) pZn( P) e

b) Pour tout entier naturel n,ona
D(n) = P(T > n) = P( UT-= k)) = X pA-p)t = px(l—p)”xﬁ
k=n+1 k=n+1 p)
c) De 1) et 2)b), on déduit que Pour tout entier naturel n non nul,
Dh-1)-DM) _ d-p™-1-p" _ A-p"A-1-p)
D(n—l) (1_p)n 1 (1_p)n—l

={1-p)

Tn =

=p.

3) Réciproguement, on suppose dans cette question qu’il existe un réel o strictement positif tel que pour
tout entier naturel n non nul, 7z, = a.
a) De 1), on déduit que pour tout entier naturel n non nul,
D(n—1)-D(n) . x
Dn-1) ,etdoncaD(n—-1) = D(nh—1) —D(n), c’est-a-dire D(n) = (1 —a)D(n-1).
b) Ainsi, la suite (D(n)) est géométrique, de raison r = 1 — «, et de premier terme
D(0) = P(T > 0) = 1. On en deduit que pour tout entier naturel n,
DN)=DO)rM=1x1-a)"=A-a)".
c) De 1) on déduit alors que pour tout entier naturel n non nul,
PMT=n)=DM-1)-DMN) =1-a)" ' -(1-a)"=1-a)"*1-(1-a)) = a(l—a)™?, c’est-a-dire
que T suit la loi géométrique de paramétre a.

Tn =0 =

B. Nombre moyen de pannes successives dans un cas particulier.

1)a)OnaE(M)=1P(T=1)+2P(T=2)=p+2(1-p)=2-p.
b) Remarquons d’abord pour tout entier naturel n non nul,
rhn = E(Rp) = OP(R, = 0) + 1P(R, = 1) = P(Ry = 1). Ainsi, R, suit la loi de Bernoulli de paramétre r,.
Onaainsir, = P(R1 = 1) = p, probabilité que le composant tombe en panne a I’instant 1, et donc qit
une durée de vie de 1.
De plus, utilisant la formule des probabilités completes avec le systeme complet d’événements (de
probabilité non nulle) {(R; = 0),(R1 = 1)},0na
r,=P(Rz;=1)=PR1=0P(R2 =1/Ry =0) +P(Ry = 1)P(R2 = 1/Ry = 1).
Or P(Rz =1/R; = O) = 1, car sachant que le composant ne tombe pas en panne a I’instant 1, il tombe en
panne a I’instant 2 de fagon certaine car la durée de vie d’un composant est 1 ou 2 ; de fagcon analogue
P<R2 =1/R; = 1) = p, car sachant que le composant tombe en panne a I’instant 1, il est instantanément
remplacé et la probabilité que ce nouveau composant tombe en panne a I’instant 2 est égale a la probabilité
que sa durée de vie soit 1.
Onendéduitquer, = (L-p)x1+pxp=p?>-p+1

2) Soit n un entier naturel non nul.
a) Utilisant la formule des probabilités complétes avec le systeme complet d’événements (de probabilité
non nulle) {(Rn+1 = 0),(Rps1 = 1)}, 0na
P(Rmz = 1) = P(Rn1 = 0)P(Rniz = 1/Rnia = 0) + P(Rpes = 1)P(Rps2 = 1/Rp = 1)
=(1-PRn1=1)) x1+PRn1=1)xp=(pP-1)P(Rpz = 1) + 1.
De fagon analogue, on obtient P(Rp:1 = 1) = (p— 1)P(R, = 1) + 1. On en déduit que
PRmz=1) = pP(Rnu1 = 1) =P(Rps = 1) +1 = pPRps = 1) = ((p-1)P(R, = 1) +1) +1
=pP(Rpaa = 1)+ (1 -p)P(Ry = 1).
b) On a déja remarqué que pour tout entier naturel n non nul, r, = P(R, = 1). On en déduit donc que
Fns2 = Prosa + (1= p)rn.



3) a) Lasuite (rn),., est donc récurrente linéaire d’ordre 2.
L’équation caractéristique associée est (EC) r> —pr +p — 1 = 0, équation polynomiale de degré 2.

Le discriminant du polynome r> —pr+p—-1estA = (-p) -4 x1x(p-1) =p?-4p+4=(p-2)" >0,
- J(p-2)? _p— _
donc (EC) admet les deux solutions réelles r; = P 2(2 1 ) - P 2'2 1 2l _p +g 2 _ p—1et

B p+(p-2)° _bp+lp-2 _p+2-p _,
5 .

rp =
2x1 2x1
Ainsi, il existe deux constantes A et B telles que pour tout entier naturel n non nul,

r=ApP-L"+BL)"=B+A(p-1)".
D’aprés 1)b), onar; = B+A(p—1) = petr, = B+A(p—1)> = p2—p+ 1. Encalculantro —ry,

ontrouve A(p—1)(p—-2) =p?2-2p+1=(p-1)% d’ouA = E—:; De ry on déduit alors B = Tlp
Ainsi, pour tout entier naturel n non nul, rp = > } 0 +A(p-1)" = Tlp + B:; (p-1)"
b) Comme p vérifie0 < p < 1,ona-1<p-1<0etdonc lim (p—1)" = 0. On en déduit que
N—>+00
limry= =+ =1
hotn | 2—P E(T)

4) Soit n un entier naturel non nul.
A chaque instant i compris entre 1 et n, la variable aléatoire R; indique s’il y a une panne (Ri = 1) ou
pas (Ri = 0). Il est donc clair que le nombre de pannes survenues jusqu’a I’instant n inclus est donné par
n

Un = ZR|
i=1

On en deduit que E(U,) = EQZ Ri> = Y E(Rj) (par linéarité de I’espérance mathématique).
i-1 i-1
o d -1 i p-1 1-(p-1)"
Ainsi,onaE(U,) = Yri = ( 1 P —1'>: n_ . 1)
( n) § 22 2_p p_2(p ) 2_p p_2(p )1—(p—1)
_1)
etdonc E(Uy,) = =1 _ b 1-(p-1".
Un) = 505 - 57t ))2 2
- - (P-1) ny_ (P-1) : n
Comme lim (p—1)"=0,0na lim —~1-(p-1)") = . De plus, lim = +00
- noso (2—P) (2-p)? nten 2 =P
On en déduit que E(U,,) ~ ZEp'



